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三维 ECT系统正问题仿真
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摘 要:电容层析成像具有非侵入、抗干扰、安全性好等一系列优点。但以往 ECT系统仅能获
得流体二维成像图形，再通过二维截面累加形成三维图像，并不是实际意义上的三维图像。针对这
个问题，从理论分析角度，运用数值分析与泛函建立三维 ECT数学模型，利用 MATLAB脚本程序对
数学模型的结果进行计算，并与 ANSYS 仿真结果进行比对。实验结果证明三维 ECT 数学模型计
算结果能够满足工程应用的要求。
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Simulation of Positive Problems in Three Dimensional ECT System
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Abstract: Electrical capacitance tomography ( ECT ) has many advantages，such as non-invasion，anti-
interference，and security. In the past，the ECT system can only obtain two-dimensional images of fluid，and the
three-dimensional images formed by the accumulation of two-dimensional cross sections are not three-dimensional
images in actual sense. To solve this problem，this paper from the view of theoretical analysis，used numerical
analysis and functional to establish a 3D mathematical model of ECT． Meanwhile we utilized the MATLAB script to
calculate the results of the mathematical model，and compared with the simulation results of ANSYS. The
experimental results show that the 3D ECT model can meet the requirements of Engineering applications.
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0 引 言

通常将科学研究以及工程应用中的问题分成两

大类: 正问题( 也称正演问题) 和逆问题( 也称反问

题或反演问题) ［1 － 3］。正问题( forward problem or di-

rect problem) 是指对于某些物理过程或现象，若已
知该物理过程的分布，可根据系统状态变量的某些

特性条件( 如初始条件或边界条件等) 确定整个系

统状态变量的变化规律; 而逆问题( inverse problem)
则是指依据观测数据和模型反演确定被研究对象的

模型参数［4］。



对于 ECT 正问题通常是指在采用狄利赫利
( Dirichlet) 第一类边界条件，且已知空间内任意一
点的介电常数分布函数 ε( x，y，z) 的条件下，利用有
限元法及变分原理求解电势分布函数 ( x，y，z) 的
过程。

1 ECT系统敏感场数学原理

由于 ECT系统为敏感场，测量值受多相流介电
常数分布函数的影响［5］。传感器的结构复杂性和
被测场域内的介电常数部分不规则，解析法和有限

元差分法不适合 ECT正问题的研究，而有限元法既
能求解非均匀线性电位场，也可求解似稳场，只要网

格划分精细，即可获得较精确的数值解，进而从电位

值求出电容的自容和互容值［6］。
因此本文采用有限元法，利用泛函的变分公式

将电势分布函数 ( x，y，z) 离散成适合计算机求解
的矩阵形式，并利用伽辽金法( Galerkin) 在一定间
隔内消除误差，提高解的精度。
由麦克斯韦电磁场方程可知，ECT 为静电场模

型，且场域内不存在自由电荷，即电位移矢量的散度

处处为零，敏感场内任一点满足［7 － 8］:

E = － ! ( 1)
!·D = 0 ( 2)

式中: E为电场强度，V /m; D为电位移矢量，C /m2。
ECT场域内，即敏感场内的三维数学模型为静

电场的拉普拉斯方程:

!·［ε( x，y，z) !( x，y，z) ］ = 0 ( 3)
式中: ε( x，y，z) 为在笛卡尔坐标系下，介质分布函
数; ( x，y，z) 为电势分布函数。

2 三维 ECT系统正问题的研究

在文［6］和文［10］中，分别对 ECT一维与二维
的泛函变分问题和有限元法进行了详细的论述。本
节即在两部专著的基础上，针对 ECT传感器正问题
的三维数学模型进一步论述。
2. 1 等价变分问题
先考虑一般情况，下列二阶微分方程式:

!·［α( x，y，z) !( x，y，z) ］+ β = f ( 4)
式中: V为任意体，( x，y，z) ∈ V; α( x，y，z) 为点( x，
y，z) 在V内的任意连续函数; β为常数; f为源或者激
励函数。由此可见常用的拉普拉斯方程、泊松方程以
及亥姆霍兹方程为式( 4) 的在不同参数下的特例。
在笛卡尔坐标系下，微分方程的三维表达形

式为:

－ 
x αx


x
) － 

y
( αy


( )y － 

z αz

( )z + β = f

( 5)
式中: αx、αy、αz 分别为 α( x，y，z) 在 x、y、z 方向上分
离变量。假设其满足边界条件:

 = p ( 6)

αx

x
i + αy


y
j + αz


z( )k·n + γ = q ( 7)

式中: S为包围 V体的面，且 S = S1 + S2 ; 式( 6)
为点( x，y，z) 在面 S1上，式( 7) 为点( x，y，z) 在面 S2

上; i、j、k分别为 x、y、z轴方向的单位向量; n为 S面
的外法线向量; p、γ、q为任意常数。
引入变分公式，上述边界条件等价于:

δF( ) = 0
 = p在 S1

}上 ( 8)

式中

F( ) = 1
2 v

ax 
( )x

2
+ ay 

( )y
2
+ az 

( )z
2
+ β[ ]2 dV +

S2
γ
2 2( )－ q dS －v

fdV ( 9)

最后整理得:

v
－ 
x αx


( )x

－ 
y αy


( )y

－ 
z αz


( )z + β[ ] － f δdV +

S2 αx

x

i + αy

y

j + αz

z( )k·n + γ

2[ ] － q δdS = 0

( 10)
由式( 10) 可知，若方程式等于0，则其中体积分

与面积分必须分别等于零，则式( 5) 满足三类边界
条件，可作为变分函数，对已知方程进行等价变分。
2. 2 有限单元法
针对其他形式单元格有限元计算结果精度低，

求解速度慢等问题，本节论述了 10 节点的四面体单
元的有限元求解方法。对于 ECT 而言，电势分布函
数中的每个节点只有电势一个自由度［10］，因此对于
ECT用 10 节点四面体单元描述电势变化的插值函
数可以表示为:

 = 1 ( 2S1 － 1) S1 + 2 ( 2S2 － 1) S2 + 3 ( 2S3 － 1) S3 +
4 ( 2S4 － 1) S4 + 4( 5S1S2 + 6S2S3 + 7S1S3 + 8S1S4 +
9S2S4 + 10S3S4 ) ( 11)
式中 Si ( i = 1，2，3，4) 为与 x、y、z相关的方程。
若用矩阵形式可表示为

 = N·φ ( 12)
其中 为 V体内任意一点的电势，
N = ［( 2S1 － 1) S1，( 2S2 － 1) S2，( 2S3 － 1) S3，( 2S4 －
1) S4，4S1S2，4S2S3，4S1S3，4S1S4，4S2S4，4S3S4］

321第 5 期 李 岩等: 三维 ECT系统正问题仿真



φT = ［1，2，3，4，5，6，7，8，9，10］

亦可表示成插值函数的形式:

( x，y，z) = ∑
M

i = 1
Ni·φi ( 13)

式中 M为空间有限元单元节点的个数。
20 节点六面体单元插值函数推导过程及函数
形式与 10 节点四面体单元相同［11］。
简单来说，任何余差方法都要求余差在一定时

间的间隔或某些节点上消失［12－13］。由于所有 解都
是数值解而不是精确解，将数值解代入到微分方程

就一定会产生误差。可采用伽辽金加权余数法进行
推导，消除微分方程的误差。在笛卡尔坐标系下的余
差，将式( 13) 代入式( 10) 中，整理得:

Ｒi = ∑
M

j = 1
V

φi ( ax
Ni

x
Nj

x
+ ay

Ni

y
Nj

y
+

az
Ni

z
Nj

z
+ βNiNj ) dV － V

Ni fdV －

SNi·D·ndS ( 14)

式中 i，j = 1，2，…，M。
由式( 14) 可得出余差加权方程的矩阵形式:
［Ｒij］ = ［Kij］［φi］－［bi］－［gi］ ( 15)

式中［Ｒij］为余数加权矩阵;

Kij = V
ax
Ni

x
Nj

x
+ ay

Ni

y
Nj

y
+ az

Ni

z
Nj

z
+ βNiN( )j dV

［φi］
T = ［1，2，…，M］;

bi = V
Ni fdV

gi = SNi·D·ndS

对于余数加权矩阵的每一项都应该为零，所以
［Ｒij］ = ［Kij］［φi］－［bi］－［gi］ = 0 ( 16)
即
［Kij］［φi］ = ［bi］+［gi］ ( 17)

可以证明，列向量［gi］可以用［bi］与［Kij］表

示。三维电势函数有限元求解矩阵为
［Kij］［φi］ = ［bi］ ( 18)

即
K· = b ( 19)

2. 3 区域离散法矩阵参数的确定
余差方法需要在一定范围内消除余差，因此在

整个系统内，余差和应该为 0，则整理式( 14) 可得:

∑
N

e = 1
Ｒe = ∑

N

e = 1
( ［Ke

ij］［φ
e
i］－［b

e
i］) = 0 ( 20)

式中，上角标 e 为有限元网格划分后的第 e 个单元
格，其他符号同式( 15) 。

由于系统刚度矩阵 K，电势向量与加载向量 b
待定。需要引入二维区域离散划分中提出的局部编
码和全局编码的概念［14］。假设水放置在12 × 12 × 12
mm3 的立方体容器内，且容器壁厚度为 0。每个单元
网格为1 × 1 × 1 mm3的立方体。在局部编号中，选择
左下角的单元格编号为 1 的节点作为坐标原点。局
部编号方式形如 n( 1，1，1，1) ，其含义为单元格位置
处在 i轴方向第 1个单元格，j轴方向第 1个单元格，
k轴方向第 1 个单元格的节点编号为 1 的节点。
全局编号中，选择左下角的点作为 1 号节点，根

据 20 节点六面体单元的节点划分，i 轴上节点编号
依次为 1，2，…，25，剩下的编号以此类推。全局编号
如图 1 所示。

图 1 立方体节点全局编号
Fig． 1 The global node number of cube
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每个单元格中的刚度矩阵系数 Ke
ij，在系统刚度

矩阵的位置为 K ( i，e) ( j，e) ，即将局部节点上的所对应
的刚度矩阵系数加到相应全局节点所对应的系统刚

度矩阵的位置上，并整理得:

K11 K12 … K1i … K1M

K21 K22 … K2i … K2M

     
Ki1 Ki2 … Kii … KiM

     
KM1 KM2 … KMi … K



















MM

1

2

i


















M

=

b1
b2

bi


b



















M

( 21)
式中

Kij = V
εx
Ni

x
Nj

x
+ εy

Ni

y
Nj

y
+ εz

Ni

z
Nj

( )z
dV

式中: εx、εy、εz 为介电常数 ε( x，y，z) 在 x、y、z 方向
上分离变量;

bi = V
Ni fdV，

f =
0 当单元格在静电场内部时

－ ρ
ε0

{ 当单元格任意部分在边界上时

2. 4 静电储能求解电容值
在工程上计算电容值总体来说有两种计算方

法，一种是矩量法，另一种为集总电容法［15－18］。但在
ECT系统中，一是无法确定带电极板的电荷量，二是
集总电容法相对于静电储能法计算精度较低［19］。所
以在计算 ECT系统电容值时，采用静电储能法。
对于无源静电场，系统内的静电储能为

W = 1
2 ∫ΩD·EdΩ = ε

2 ∫Ω !2φdΩ =

ε
2 ∫Ω dφ

d( )x
2
+ dφ

d( )y
2
+ dφ

d( )z[ ]2
dxdydz ( 22)

式中 W为系统的静电储能; Ω为系统的体积; φ为电
势插值函数。
特别是对于不同流型，只需要在式( 22) 的基础

上，将 ε替换成各单元格的介电常数值，求和即可得
出相应流型的静电储能。

3 三维 ECT系统正问题仿真分析

为了进一步验证数学模型建立的空间电势函数

是否与仿真结果相符，设计如下实验: 利用 ANSYS
软件对管道内的流型进行数值模拟，通过对比数学

模型的 Matlab计算结果，证明数学模型是否正确。

3. 1 ANSYS正问题简化模型仿真
传感器方面则采用 3 组轴向极板组，且每组轴

向极板组中有 8 个径向电极，每组中的两个电极放
置在六面体的一个面上，总计 3 组 24 个电极板。一
个作为激励电极，其余作为检测电极，检测电极极板

接地。
图 2 为 APDL 中的模型结构、网格划分和加载

电压分布的示意图。模型边长为 12 × 12 × 12 mm3，

划分网格时每条边平均分成 12 份，在 APDL中映射
体形成网格。3 组轴向电极组分布如下图所示，其
中极板长宽为 4 × 2 mm2，相邻极板间隔 2 mm，激励
极板电压为 24 V其余检测极板电压为 0 V，表示极
板接地。同时假设理想水立方体绝对绝缘，即立方
体内不存在自由电荷。

图 2 传感器模型结构、网格划分及
加载电压分布示意图

Fig． 2 The distribution diagram of sensor model
structure、mesh generation and applied voltage

ANSYS模型仿真的简要步骤如下:
步骤 1: 设置求解环境与模型参数。设置电场

仿真环境，否则无法利用 CMATＲIX 宏实现电容
计算。
步骤 2: 建模与网格划分。网格模型采用 3D

Brick 122 20 节点六面体网格单元。
步骤 3: 加载载荷，设置边界条件，进行计算。

在 SOLVE求解器中，利用 CMATＲIX宏求解电容。
全水的条件下，实验结果是沿中截面对称的，因

此实验提取 18 个特殊位置点的电势值。同时提取
激励电极与其他检测电极的电容值，共 23 组。图 3
为提取的电势编号 P、电场的节点编号 F 及各极板
编号 B，其中 B1 为激励电极。图中实线与实心点表
示为立方体在此位置下所能观察到的节点与极板，

虚线与空心点表示立方体背面观察不到的节点与

极板。
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激励电极与各检测电极之间的互容如下表 1 所
示，编号 B1 － BX( X = 2，3，…，24 ) 表示激励极板与
第 X号检测极板之间的电容值记录 1 号激励极板
与其他检测电极的电容值如表 1 所示。

图 3 电势、电场及极板编号示意图
Fig． 3 The diagram of electric potential、electric field

and polar plates number

表 1 ANSYS仿真计算的电容值
Tab． 1 The capacitance value calculated by

ANSYS simulation

极板编号 电容值 /pF 极板编号 电容值 /pF

B1 － B2 0. 547 75 B1 － B14 0. 054 308

B1 － B3 0. 109 28 B1 － B15 0. 090 138

B1 － B4 0. 056 026 B1 － B16 0. 446 69

B1 － B5 0. 047 859 B1 － B17 0. 937 64

B1 － B6 0. 058 722 B1 － B18 0. 233 56

B1 － B7 0. 109 28 B1 － B19 0. 090 138

B1 － B8 1. 568 8 B1 － B20 0. 051 758

B1 － B9 0. 937 64 B1 － B21 0. 045 191

B1 － B10 0. 233 56 B1 － B22 0. 054 308

B1 － B11 0. 090 138 B1 － B23 0. 090 138

B1 － B12 0. 051 758 B1 － B24 0. 446 69

B1 － B13 0. 045 191

3. 2 MATLAB数学模型的验证
采用 MATLAB 作为验证工具主要因为其强大

的脚本语言、完备的符号微积分计算与稀疏矩阵存
储方式和奇异值分解函数［20］。
由于假设水立方绝缘，内部不存在自由电荷。

真空介电常数 ε0 = 8. 854 187 8 F /m，水的相对介电
常数为 εw = 78. 36，单元格边长为 1 mm。根据电势

求解方程，编写 MATLAB 脚本语言，MATLAB 计算
程序的流程如图 4 所示。利用静电储能法求解电容
值，互容计算结果如表 2 所示。

图 4 MATLAB计算程序的流程图
Fig． 4 The flowchart of MATLAB calculation program

表 2 MATLAB计算的电容值
Tab． 2 The capacitance value calculated by MATLAB

极板编号 电容值 /pF 极板编号 电容值 /pF

B1 － B2 0. 547 245 B1 － B14 0. 054 309

B1 － B3 0. 109 18 B1 － B15 0. 090 081

B1 － B4 0. 055 996 B1 － B16 0. 445 234

B1 － B5 0. 047 849 B1 － B17 0. 937 847

B1 － B6 0. 058 722 B1 － B18 0. 232 918

B1 － B7 0. 109 18 B1 － B19 0. 090 081

B1 － B8 1. 562 93 B1 － B20 0. 051 737

B1 － B9 0. 937 847 B1 － B21 0. 045 185

B1 － B10 0. 232 918 B1 － B22 0. 054 309

B1 － B11 0. 090 081 B1 － B23 0. 090 081

B1 － B12 0. 051 737 B1 － B24 0. 445 234

B1 － B13 0. 045 185

通过对比表 1 与表 2 的各组数据，MATLAB 的
程序自容和互容的计算结果与 ANSYS 的计算结果
基本一致，最大误差在 0. 375%。

4 结 语

本文中完成了对三维 ECT 系统正问题的研究，
主要完成了对以下几个方面的探讨:
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1) 数学模型的建立。利用麦克斯韦电磁方程
组、有限单元法、泛函中的等价变分问题以及数值分
析中的伽辽金加权余数法等一系列数学方法，求解

出三维 ECT系统的数学模型。
2) 重要参数的求解方法。利用区域离散法，以
及静电储能法给出电势、电容等参数的求解方法。
为下一步样本的自动计算提供基础。

3) 数学模型的验证。首先利用 ANSYS 对简化
的三维 ECT模型进行求解，求出电势以及各极板之
间的电容值。然后编写 MATLAB 脚本程序对数学
模型进行验证，结果能够证明 ANSYS 与 MATLAB
计算结果的相符。优化数学模型，提高运算效率是
下一步研究的重点
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